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1
下図のような 3個の原子からなる分子の，xy平面内での微小振動を古典力学で
解析する。この分子は両端の 1, 3がA原子であり，中心 2がB原子である。A原
子，B原子はそれぞれ質量mA，mBを持ち，ともに質点とみなしてよい。原子
1, 2, 3の座標はそれぞれ (−ℓ+x1, y1)，(x2, y2)，(ℓ+x3, y3)であり，x1，y1，x2，
y2，x3，y3は時刻 tの関数である。t = 0では x1 = y1 = x2 = y2 = x3 = y3 = 0

であった。重力の影響は無視してよい。以下の問いにおいて，dx

dt
= ẋなどと書

くことにする。

[A] まず，下図のように y方向の変位を無視して x方向の変位のみを考えることに
し，原子 1と原子 2，原子 2と原子 3がそれぞれ自然長 ℓ，バネ定数 k1のバネ
でつながれているものとみなす。

(1) この運動のラグランジアン Lxを，x1，x2，x3，̇x1，̇x2，̇x3，k1，mA，mB，ℓのうち
必要なものを用いて表せ。

(2) 分子の振動を議論するため，この分子の重心は動かないものとする。これを考慮
すると，x1，x2，x3は独立ではなくなる。このとき，x2を，x1，x3，k1，mA,mB, ℓ

のうち必要なものを用いて表せ。

(3) この分子の x方向の 2つのモード (基準振動)の固有角振動数ω1, ω2を求め，k1，
mA，mB，ℓのうち必要なものを用いて表せ。また，それぞれのモードでの x1が
下図のグラフで与えられる場合に，x2，x3 をモードごとに図示せよ。ただし，
aは x1の振幅を，T は各モードの周期を表している。
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[B] 次に，x方向の変位を無視して y方向の変位に注目し，分子の伸縮を無視して
屈曲のみを考える。このとき，分子のポテンシャルエネルギーは，下図に示す
微小角 δ1, δ2の和 δ(= δ1 + δ2)を用いて 1

2
k2ℓ

2δ2と書ける。ただし，k2は正の
定数である。以下では微小角 θに対して sin θ ≃ θ，cos θ ≃ 1が成り立つことを
用いてよい。

(4) δを，y1，y2，y3，k2，mA，mB，ℓのうち必要なものを用いて表せ。

(5) (2)と同様にこの分子の重心は動かないとする。さらに全体として重心周りの
回転運動もしないとする。このとき，y2および y3を，y1，k2，mA，mB，ℓのう
ち必要なものを用いて表せ。

(6) この運動のラグランジアンLyを，y1，̇y1，k2，mA，mB，ℓのうち必要なものを用
いて表せ。

(7) この分子の y方向のモードの固有角振動数 ω3を求め，k2，mA，mB，ℓのうち必
要なものを用いて表せ。また，このモードでの y1が下図のグラフで与えられる
場合に，y2, y3を図示せよ。ただし，bは y1の振幅を，T はこのモードの周期
を表している。
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2
水素原子の電子の波動関数を極座標 r = (r, θ, φ)で考える。ここで rは電子の
位置ベクトルである。簡単のため，水素原子核 (陽子) は原点に固定されている
ものとする。水素原子核の大きさを無視すると，系のハミルトニアンは，水素
原子核がつくるクーロンポテンシャル V0(r)を用いて，

H = − h̄2

2m
∇2 + V0(r), V0(r) = − 1

4πε0

e2

r

で与えられる。ここで，mは電子の質量，e(> 0)は電気素量，ε0は真空の誘電
率，h̄は換算プランク定数である。また，ラプラシアン∇2は，

∇2 =
1

r2
∂

∂r

(
r2

∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2

で与えられる。
以下の問いに答えよ。必要ならば積分公式∫ x

0
x′e−x′

dx′ = 1− (x+ 1)e−x∫ x

0
x′2e−x′

dx′ = 2− (x2 + 2x+ 2)e−x∫ x

0
x′3e−x′

dx′ = 6− (x3 + 3x2 + 6x+ 6)e−x∫ x

0
x′4e−x′

dx′ = 24− (x4 + 4x3 + 12x2 + 24x+ 24)e−x

を用いてよい。

(1) nを 1以上の整数として ns軌道の電子の波動関数Ψns(r)は原点からの距離 r

のみに依存し，θや φに依存しない。よって，動径波動関数 Rns(r)を用いて，
Ψns(r) = Rns(r)/

√
4πと書ける。なお，波動関数は∫
|Ψns(r)|2d3r =

∫ ∞

0
r2|Rns(r)|2dr = 1

と規格化されているものとする。シュレディンガー方程式 HΨns(r) = EΨns(r)

を変形し，Rns(r)が従う微分方程式を記せ。

(2) 1s軌道の電子の波動関数は，定数 a, Cを用いてR1s(r) = C exp(−r/a) と指数
関数で表される。aを求めよ。

(3) 1s軌道の電子のエネルギーE1を求め，aを含む式で表せ。

(4) 1s軌道の電子の平均二乗半径 ⟨r2⟩を求め，aを含む式で表せ。
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ここまで水素原子核の大きさを無視してきたが，以下では，水素原子核が原点
を中心とする半径Rの球であり，電荷+eが球の内部に一様に分布していると
仮定する。なお，Rは aと比べて十分小さいものとする。

(5) このとき，水素原子核の電荷分布がつくるポテンシャル V (r)を求めよ。ただ
し， lim

r→∞
V (r) = 0 となるように基準を無限遠にとること。また，そのポテン

シャルを図示せよ。特徴的な点の座標を記すこと。

(6) ∆V (r) = V (r)− V0(r)をハミルトニアンH に対する摂動として扱い，1s軌道
の電子の 1次の摂動エネルギーを∆Eとする。∆E/E1を求めよ。ただし，R/a

の最低次の項のみを残すこと。（ヒント：最低次の項はR/aの 2次である。）

(7) 1s軌道の電子の波動関数 Ψ̃1s(r)は，1次の摂動で

Ψ̃1s(r) = Ψ1s(r) +

∞∑
n=2

cnΨns(r)

と近似できるとする。cn を求めよ。ただし，r < R における動径波動関数
Rns(r) =

√
4πΨns(r)を Rns(0)と近似し，Rns(0)を答に含めること。なお，

ポテンシャルが V0(r)のときの ns軌道の電子のエネルギーがEn = E1/n
2であ

ることを用いてよい。
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3
［A］以下の問いに答えよ。ただし，答案用紙には答とともに導出過程も記せ。

(1) 次の微分方程式を解け。

d2y

dx2
+ 2y = sin 3x

(2) 次の定積分を求めよ。 ∫ ∞

0

log x

x2 + 4
dx

(3) 正の実数 x, y, zが，x+ y + z = 1を満たすとき，xxyyzz の最小値を求めよ。

［B］関数

f(x) =

{
b −a ≤ x ≤ a

0 x < −a, a < x

について以下の問いに答えよ。ただし，a, bは正の定数である。

(4) f(x)のフーリエ変換を求めよ。ここで，フーリエ変換の定義に伴う定数倍の不
定性は問わない。

(5) ab = 1の条件のもとで a → 0の極限を考えるとき，f(x)を，フーリエ逆変換
を用いて積分形で表せ。

［C］エルミート多項式Hn(x)は母関数 g(z, x)を用いて次のように定義される。

g(z, x) = e−z2+2zx =

∞∑
n=0

Hn(x)
zn

n!

(6) H0(x), H1(x), H2(x) をそれぞれ求めよ。

(7) 整数 n(≥ 1)に対してHn−1(x), Hn(x), Hn+1(x)が満たす漸化式を求めよ。
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(このページは落丁ではありません) 
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1
[A] 半導体の電気伝導現象に関する以下の問いに答えよ。
(1) 半導体の電気抵抗評価には，図 1で示す 2端子法と 4端子法が用いられる。2端

子法に比べ，4端子法を用いる利点を述べよ。

(2) 半導体の電気伝導特性を調べるため，図 2に示す試料に対しホール効果の測定
を行う。W，L，dはそれぞれ図中で示す幅，長さ，厚さである。また，Vxと
Vyは，それぞれ図中の電圧計のマイナス側を基準としたプラス側の電位である。
以下の空欄 (ア)～(オ)に当てはまる式を答えよ。

図 2のように，z方向上向きに磁束密度B = (0, 0, Bz)を印加したとき，磁場
中のキャリアの運動方程式は，Bと電場E，キャリアの速度 v，有効質量m∗，
電荷 q，緩和時間 τ を用いて，

(ア) = (イ) E + (ウ) − m∗v

τ

と表せる。定常状態では，半導体内のキャリアはローレンツ力を受けて試料端に
蓄積され，電流と垂直方向に電位差 Vyが生じる。このとき，試料の x方向正の
向きに流れる電流 Iは，x方向のキャリアの速度 vxとキャリア密度 nを用いて，
I = (エ) と表せる。以上より，Vy と nの関係式は，Vy = (オ)

と表せる。
(3) 図 2の試料において，W = 1.0 mm，L = 2.0 mm，d = 0.50 mmであるとす

る。I = 10 µA を流したとき，Vx = 2.0 mV が測定された。この試料の電気抵
抗率 ρ (Ω·cm)を求めよ。
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(4) (3)と同じ試料において，I = 1.0 mA を流したとき，図 3に示す VyのBz依存
性が測定された。この半導体のキャリアタイプを答えよ。また，キャリア密度
n (cm−3)を求めよ。ここで，電気素量 e = 1.6× 10−19 C を用いてよい。

(5) 以下は，図 4のようなバンド構造をもつN型半導体のキャリア密度の温度依存
性について説明したものである。文章中の (カ)，(キ)，(ク)について，選択肢
の中から最も適切なものを選べ。

キャリア密度 nは，バンドギャップ間の熱励起と，バンドギャップ内に存在する
不純物（ドナー）準位からの熱励起によって決まる。これらの熱励起は，フェ
ルミ・ディラック分布関数

f(E) =
1

exp

(
E − EF

kBT

)
+ 1

によく従う。ここで，EFはフェルミエネルギー，kBはボルツマン定数である。
温度T を変化させてホール効果を測定したとき，図5(a)のようなnの温度依存性
が得られた。このグラフを図 5(b)のように，縦軸を (カ) n, n2, log n, expn ,

横軸を (キ) T−1/2, T−1, T−3/2, T−2 としてプロットし直せば，その傾きか
らキャリアの励起エネルギーを求めることができる。例えば，不純物準位から
の励起エネルギーを求めるには，図 5(b)内で示す領域 (ク) (I), (II), (III) に
おける傾きを解析すればよい。

3



[B] デジタル回路及びアナログ回路に関する以下の問いに答えよ。
(6) 図 6に，AND，OR，NAND，NOR回路の論理記号と真理値表を示す。これら

を用いて，図 7(a)に示す回路を構成したとき，図 7(b)の真理値表を埋めよ。
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(7) 次に，図 8(a)に示すRSフリップフロップ回路を構成した。この回路を図 8(b)

のタイムチャートで示す S入力およびR入力で動作させたとき，出力Xおよび
Yの波形を描け。ただし，図のように最初，X = 0, Y = 1であるとする。

(8) 図 9にアナログ回路の，(a)増幅器の一種であるオペアンプと (b)オペアンプを
用いた反転増幅器を示す。図 9(b)に示す反転増幅器の増幅率 Eout/Einを，抵
抗R1とR2を用いて表せ。ここでは，理想的なオペアンプを使用しているとし
てよい。
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2

[A] 図１のような，断面積 S，長さ ℓ，単位長さあたりの巻き数 nの円筒形のソレ
ノイドをXとする（1/n ≪

√
S ≪ ℓ）。真空の透磁率を µ0とする。

X

a b

図１

(1) Xに電流 I を流したときのソレノイド内の磁束密度の大きさBを求めよ。

(2) Xの自己インダクタンス Lを求めよ。

(3) Xに電流 I を流したとき，Xに蓄えられるエネルギー E を，Lと I を用いて
表せ。

長さと単位長さあたりの巻き数が Xと同じであり，断面積が S′ < S （ただし
1/n ≪

√
S′ ≪ ℓ）である円筒形のソレノイドをX′とし，図２のようにXの中

にX′がちょうど収まるように配置した。XとX′は同心であり，図１に示す向
きに導線が巻かれている。

a b

c d

X

X’

図２

(4) Xに電流 I(t)を流したとき，X′の両端に生じる起電力 V ′(t)を，I(t)，S，S′，
L を用いて表せ。ただし，I(t)については図２の bから aに流れる向きを正と
し，V ′(t)については dを基準とした cの電位として定義する。
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(5) XとX′を図３のように並列に接続し，破線内を一つのコイルとみなしたとき，
その自己インダクタンスを，S，S′，L を用いて表せ。

a b

c d

X

X’

図３

(6) Xの内部から X′ を取り除いたうえで，Xの内部を等方一様なある磁性体で満
たしたものを X̃とする。この磁性体中では，磁場の大きさH と磁束密度の大
きさBの間に次の関係が成り立つ。

B = κµ0H + αH3

ここで，κと αは定数である。X̃に電流 I を流したとき，X̃に蓄えられるエネ
ルギー Ẽは

Ẽ = κE + αG

と与えられる。ただし，Eは (3)で求めたエネルギーである。Gを，ℓ，n，S，
I を用いて表せ。
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[B] 真空中に，磁束密度Bが一様とは限らない静的な磁場があり，その空間中に直
交座標 (x, y, z)をとる。図４のように，xy平面上の回路 C0を z軸方向に平行
移動したものを，その z座標を用いてCzと表す。Czは自身と交わらない。Cz

を z1 ≤ z ≤ z2の範囲内にCz1 からCz2 までN 個等間隔に配置したものをソレ
ノイド Zとし，それぞれの回路に電流 I を流す。電流の向きは図４のようにと
る。Z以外に流れる電流は存在しない。また，Bは Zに流れる電流がつくる磁
束密度を含まないものとする。

z

x

y

C0

Cz

z1

z2 電流の向き

Z

O











































































図４

(7) Bが満たす微分方程式（マックスウェル方程式）をすべて与えよ。

(8) Cz がBから受ける力 f(z)を Cz 上の線積分として表せ。
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(9) Czを含む平面でCzに囲まれる領域を Szとする。f(z)の成分 fi(z) = ei · f(z)
を，次のように定義されるK(z)を用いて表せ。

K(z) =

∫
Sz

dxdy B(x, y, z)

ただし，ei（i = x, y, z）は基本ベクトルである。また，以下の関係式を用いて
よい。

• グリーンの定理（左辺の Cz 上の積分は電流の向きに沿う。）∮
Cz

dr · v =

∫
Sz

dxdy ez · (∇× v)

• スカラー三重積

u · (v ×w) = v · (w × u) = w · (u× v)

• ベクトル三重積

u× (v ×w) = (u ·w)v − (u · v)w

(10) ZがBから受ける力 F を，K(z)を用いて表せ。N は十分大きく，隣り合う
回路の間隔は微小であるとする。
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3
図 1のような，2種類の原子からなる 1次元の格子系をとりあげ，その振動を考
える。振動は 1次元的であるとし，原子の数を 2N（N ≫ 1）とする。図 1の
2つの原子からなる単位を単位胞とよび，その幅 aを格子間隔とよぶ。

a

図 1

この系の格子振動には音響フォノン，光学フォノンの 2 種類が存在し，波数

k =
2πm

aN

(
mは整数;−N

2
< m ≤ N

2

)
のモードの角振動数はそれぞれ

ω1,k = s|k| (音響フォノン), ω2,k = ω0 (光学フォノン)

と近似できる（図 2）。ここで，ω0 >
πs

a
であり，s(> 0)は音速である。この系

の温度を T，ボルツマン定数を kB，換算プランク定数を h̄として，以下の問い
に答えよ。

ω

ω2,k

ω1,k

kπ
aOπ

a
図 2

必要であれば以下の公式を用いてよい。

• 積分公式 ∫ ∞

0

x

ex − 1
dx =

π2

6

• 近似公式
ex ≃ 1 + x (|x| ≪ 1)

• 関数 f(k)の波数 kについての和

1

N

∑
−π/a<k≤π/a

f(k) ≃
∫ π/a

−π/a

a

2π
f(k)dk (N ≫ 1)
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［A］ まず，比熱に対する光学フォノンの寄与を求めよう。以下の問いに答えよ。

(1) 光学フォノンの各波数 kのモードω2,kは，角振動数ω0のそれぞれ独立した調和
振動子とみなすことができる。それぞれのモードの n番目の固有エネルギーは

E2,k(n) = h̄ω0

(
n+

1

2

)
(n = 0, 1, 2, . . . )

で与えられる。この系の単位胞あたりのヘルムホルツの自由エネルギーを，kB，
h̄，T，ω0 のうち必要なものを用いて表せ。

(2) それぞれの固有状態の量子数 nはフォノン数と呼ばれる。モード ω2,kのフォノ
ン数 n2,kの期待値 ⟨n2,k⟩を，kB，h̄，T，ω0 のうち必要なものを用いて表せ。

(3) この系の単位胞あたりの比熱を，kB，̄h，T，ω0 のうち必要なものを用いて表せ。

(4) (3)で求めた単位胞あたりの比熱について，その高温 (kBT ≫ h̄ω0) における値
を求め，kB，h̄，ω0 のうち必要なものを用いて表せ。

［B］ 次に，比熱に対する音響フォノンの寄与を求めよう。以下の問いに答えよ。

(5) 角振動数が ωと ω +∆ωの間にある単位胞あたりのモードの数は，状態密度

D(ω) =
1

N

∑
−π/a<k≤π/a

δ(ω − ω1,k) (ω ≥ 0)

を用いてD(ω)∆ωと表される。ここで，δ(x)はディラックのデルタ関数である。
D(ω)を，h̄，s，a，ω，およびヘヴィサイドの階段関数

Θ(x) =

 1 (x > 0)

0 (x < 0)

のうち必要なものを用いて表せ。

(6) 高温
(
kBT ≫ h̄πs

a

)
における単位胞あたりの比熱を，kB，T，h̄，s，a，ω の

うち必要なものを用いて表せ。

(7) 低温
(
kBT ≪ h̄πs

a

)
における単位胞あたりの比熱の漸近形を，kB，T，h̄，s，

a，ω のうち必要なものを用いて表せ。ここで，必要であれば，kBT ≪ h̄πs

a
の

とき， ∫ πs/a

0

f(ω)

exp
(

h̄ω
kBT

)
− 1

dω ≃
∫ ∞

0

f(ω)

exp
(

h̄ω
kBT

)
− 1

dω

となることを用いてよい。
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［C］ 最後に，比熱に対する光学フォノン，音響フォノン両方の寄与を考えよう。
以下の問いに答えよ。

(8) 図 1の格子系の単位胞あたりの比熱Cの温度依存性を表すグラフの概形として，
最も適切なものを以下の中から選べ。図中の破線は T → 0における接線および
T → ∞における漸近線を表す。

C

TO O

C

TO

C

TO

C

TO

C

TO

C

TO

C

TO

C

TO

C

T

(a) (b) (c)

(d) (e) (f )

(g) (h) (i)
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